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研究報告
板の曲げ問題に対する数値解析
学習院大学理学部教授　水谷 明
1　概要
　上から見て六角形（図1）の薄い板があるものとする（図2）。境界（六角形のすべて
の辺）をがっちり固定して、板の面に垂直なカノを加えると、板は変形して曲がる。変形
の様子を誇張して描くと図3のようになり、特に線分ABに沿った変形は図4のような形
になる。点Aより点Bの方が曲がり具合が大きいことに注意してほしい。一般に、角の
点は変形が大きく、また、角の中でも内角の大きい角の点の方が大きく変形する。
　カf＝f（x，y）が与えられたとき、曲がり具合を表す変位u＝u（x，y）は、微小変形であ
る限り、適当な単位のもとで、次の重調和ディリクレ問題の解になることが知られている：
　　　　　△・u・f（Ω内で），・蕩一・（Ωの境界∂Ω上）　（1）
ここでは、Ωは（必ずしも凸とは限らない）多角形領域と仮定する。また、△はラプラス
作縢△轟＋券，・は境撒上の外向き単騰ベクト・レであり・f（・，・）・1’k・9
で2乗可積分な関数とする。
　各アに対して（1）の解uはただ一つある。しかし、どのような形をしているかは分か
らない。そこで、有限要素法という近似解法を用いて、（1）の近似解を構成する。
　例として、Ωが図1の六角形の場合を考えよう。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図5
図5のように、Ωを小さい正方形（要素という）に分割する。左から、h＝1／4，1／8，1／16
と分割を細かくしていく。んは分割の細かさを表すパラメーターである。
一8一
板の曲げ問題に対する数値解折
A
f
図2
図1
図3
図4
一9一
計算機センター年報　Vol。24　2003
各分割に対して、
・Ω全体で連続微分可能で、
・壌界では、1階微分も込めて0となり、
・各正方形要素の中では、x，yにっいて3次式
という関数の中から、ある規則に従って、近似解（有限要素解という）を作る。
　これにより、各ん＞0に対して、有限要素解Uh（x，y）が1つ定まる。
　本報告では次のことを示したい。
1°．解（弱解）の滑らかさ
　　Ωの最大内角をωとする。ωが大きくなるにつれて、弱解uの滑らかさは減少して
いく。滑らかさの減少はより大きな変形に対応する。例えば、Ωの形が次の4つの場合：
　ω＝π／2　　　　　　tO・＝：3π／4　　　　　　ω＝3π／2　　　　　　tO・＝7π／4
　上に述べたことは、右の領域ほど大きく変形しやすいことを示している。
　しかし逆に、Ωがどんな多角形領域でも、弱解は、少なくとも呵／2（Ω）に属すことは保
障されている。感覚的に言うと2．5回微分まで2乗可積分である。
2°．有限要素解の（ほぼ）最適な収束の速さ
　分割が細かくなる（ん→0）につれて、有限要素解Uh（x，y）は本当の解u（x，　y）に近づい
ていく。1°の結果に基づき、その収束の速さをΩの最大内角ωに応じて決定することが
出来た。ωが大きくなるにつれて、収束は遅くなっていく。
3°．実際の数値計算で、2°の妥当性が確認できた。
以上の1°、2°、3°を順次述べていきたい。
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2　弱解の滑らかさ
uが（1）の弱解とは、
（△u，△v）＝伽）∀v∈Hぎ（Ω）
（（・，うはL2内積）を満たすu∈Hぎ（Ω）のことである。
　Ωが滑らかな境界をもつ領域の場合、弱ec　uはH4（Ω）1に属すことが知られている。し
かし、多角形領域の場合は角の点があるため、弱解の滑らかさは悪くなる。
　弱解の滑らかさは、Kondratiev｛3｝，　Grisvard［2］の研究から、Tに関する方程式
sinh2（γω）＝丁2　sin2ω， （2）
により決定されることが知られている。T＝－iはωの値に関係なく、いつでも（2）の解
である。－i以外の解で、帯状領域D＝｛丁∈C［－2＜Im　T＜0｝の中にあるものの全体
を5ωとする：Sω＝｛T∈Dl7≠－i，　sinh2（丁ω）＝＝　T2　sin2　cv｝．
　［3］，［2］の結果に基づきcomputerで計算したところ、次のことが分かった。
（i）絶対定数κ（s3　O．701576π）が存在して、Ωの内角の最大値ωがκより小であればSwニφ
で、弱sc　uはH4（Ω）に属す。従って、この場合は、弱解の滑らかさは悪くならない。特
に、Ωが長方形（内角＝π／2）、正五角形（内角＝（3／5）π）、正六角形（内角＝（2／3）π）の
場合は、弱解uはH4（Ω）に属す。
（ii）Ωの内角の最大値ωがκを越えるとSω≠φで、ωが大きくなるにつれて、弱解uの
滑らかさは悪くなっていく。特に、ω→πのとき、弱解冠の滑らかさは→∈H3（Ω）とな
る。さらにΩが非凸（ω〉π）の場合、一般にはu∈H3（Ω）は成り立たない。
　図6は以上のことを詳しく示したグラフである。横軸はωを表し、曲線q＋2は弱解
uの滑らかさを示す。なお、qは、π／3≦ω＜κのときq＝2、κ＜ω〈2πのとき
q　＝　min｛－lmrlT∈Sω｝により定められる数である。
　グラフから予想されるように、次が成り立っ。
定理1　Ωがどんな多角形領域でも、重調和Dirichlet問題（1）の弱解は少なくとも
曜／2（Ω）には属す。
1H4（Ω）は、4回までの微分がすべてΩの上で2乗可積分の関数全体の集合である。
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3　有限要素解の最適な収束の速さ
　重調和ディリクレ問題（1）に対する有限要素近似として、最も簡単な適合有限要素近
似（Bogner－Fox－Schmit　rectangleやArgyris　triangle等）を考える。§1で述べた方法は
Bogner－Fox－Schmit　rectangleという名前のついた有限要素近似である。　hをsize　parameter、
Yhをディリクレ境界条件を考慮した有限要素空間、　Uhを有限要素解、即ち、
Uh∈Vhかつ（△Uh，△Vh）＝（∫，　Vh）（∀Vh∈Vh）
を満たすものとする。
　このとき、次が成り立っ。
定理2　問題（1）の弱解をu、有限要素解をUhとするとき、次の評価が成り立つ：
　　（i）　π／3≦ω＜κの場合：
　　　　　　　　　　　　　Il△（U－Uh）ll。・（。）≦Ch2　Ilfll。・（。），
　　　　　　　　　　　　　ll・・一・u・u。・（。）≦oん411／ll。・（。），
　　　　　　　　　　　　　（0＞0はんによらない定数。）
（3）
（ii）　κ〈ω〈2πの場合：
　　　　　　　　ll△（u－Uh）ll。・（。）≦oんαrげR・・（・）・
　　　　　　　　Uu－u・llL・（。）≦Ohfi　llfll。・（。），
　　　　　　　　（σα，0βはα，βにのみ依存する定数。）
ただし、α，βは、それぞれ、α＜q，β＜2qを満たす任意の定数である。
　注意　Ωが正方形領域の場合、（i）より、誤差のL2ノルムは0（h4）である。すなわ
ち、分割が2倍細かくなると、誤差は約1／16に減る。一方、Ωが図1の六角形領域の場
合、ω＝（3／2）πで、そのとき2q＝1．088967…である。従って、誤差のL2ノルムは
0（hl・088967’”）で、分割が2倍細かくなると、誤差は半分以下になる。そのようなことを上
の定理は主張している。
4　数値計算例
　例1　Ω＝（0，1）×（0，1），
f（x，y）＝24（x2（1－x）2十y2（1－y）2）十2（2－12x十12x2）（2－12y十12y2）の場合、（1）の
厳密解はu（x，y）＝・　x2（1－　x）2y2（1－y）2である。
　これを、Bogner－Fox－Schmit　rectangleを用いて近似解の計算を行った。分割幅h＝
1，尭，詣，詣に対して、誤差eh＝llu－u，11，2（Ω）の値は、それぞれ、5099．133＊10－10，318．5895＊
10－10，　19．84395＊10－lo，1．178757＊10－10であった。きれいに0（h4）が出ている。
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　例2　Ω＝（O，　1）×（0，1）＼［1／2，1］×［0，1／2］（Ωの最大内角＝（3／2）π），右辺がf（x，y）≡1
の場合も、Bogner－Fbx－Schmit　rectangleを用いて有限要素解を求めた。この例の場合、厳密
解が分からないため、最も細かい2つの分割幅（h＝1／32，1／64）の有限要素解を補外して得
られたものを、仮に真の解とみなして、誤差の計算を行った。分割幅ん＝き，巷，養，壷，詣に
対して、誤差eh　＝11u　一　uhU．，（Ω）の値は、それぞれ、115．422＊10－7，37．1985＊10－7，16．5879＊
10－7，7，57801＊10－7，3．56241＊10－7であった。e2h／ehは、それぞれ、3．10，224，2．19，2．13
で、理論値2β＝2．12722…に近づいている様子が見える。
　分割幅をh＝1／8，1／64としたときの数値計算結果をグラフに示す（図7）。h＝1／8と
いう粗い近似でも、例1は殆ど厳密解に近く、例2もかなり良い近似であることが見えた。
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